MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES 
- DURÉE : 6 heures 


PRÉAMBULE 


L'objet du problème est de déterminer les endomorphismes de l'espace vectoriel des matrices carrées complexes 
d'ordre n conservant certaines propriétés de ces matrices. La première partie étudie la conservation du rang Î et celle 
de l'inversibilité. Les deuxième et troïsième parties, qui sont indépendantes de la première, préparent à l'étude, 
effectuée dans la quatrième partie, de la conservation du groupe unitaire et de celle de certaines normes. 


Dans tout le problème, n désigne un entier supérieur ou égal à 2, C le corps des nombres complexes, U l'en. 
semble des nombres complexes de module 1. 


M,, 4 (©) étant l’espace vectoriel des matrices complexes à p lignes et q colonnes, dont l'élément nul est noté 0, 
on pose : 


5 = M, ,(C) (ensemble des matrices carrées d'ordre n): 

6 =M,, (© (ensembie des matrices colonnes à ñ lignes); 

* £ = M, , (C) (ensemble des matrices lignes à n colonnes); 

L] €’ — @\{0} 

e£'= £K{0} 

Le groupe linéaire GL,(C), ensemble des matrices inversibles de &, sera noté C, 


Enfin, &, désignera l’ensemble des matrices de rang 1 de & et R, l'ensemble des matrices de rang inférieur 
ou égal à 1 de &. On a donc &, = @, U {0}. 


PREMIÈRE PARTIE 


Pour P et Q éléments de G, on définit deux endomorphismes T, Q et TL. a de 6 par : 
VAEEËE Le de PAQ Tr aq(A)= P'AQ  ('A est la transposée de À) 


et on désigne par y (resp. y’) l'ensemble des endomorphismes T,. a (resp. TS Q) pour P et Q décrivant G. On pose 
F=yu y. 


+ et T sont, de manière immédiate, des sous-groupes du groupe linéaire GL (5). On ne demande pas de le 
démontrer. 


A 
On se propose d'établir ici que les endomorphismes T de & tels que T(R,) = &, sont les éléments de TL. 
19 Montrer que si T appartient à [alors T (R,) = &R,. 


20 Établir que (R, est égal à l’ensemble &' £’ des produits XV d’un élément X de €’ par un élément V de £”’. 


3° Soient alors XV et X'V’ deux éléments de (R,. Montrer que si XV + X'V' appartient à (R, , alors l'un 
au moins des deux couples (X, X'} et (V, V'} est lié. 


4 On désigne par Z l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de 8 inclus dans R.. 
Montrer que Z est exactement constitué des éléments de l’une des deux formes suivantes : 
a. X£ (ensemble des produits XV quand V décrit £) avec X dans €’. 
b. @V (ensemble des produits XV quand X décrit @) avec V dans €”. 
X et X’ étant deux éléments de @’, préciser X£ n X’£. 
X et V étant respectivement éléments de @’ et ©’, préciser X® N GV. 
59 Dans cette question et les deux suivantes, T désigne un endomorphisme de & tel que T(R,) = &R,. 


Montrer que l’image par T d’un élément de X est un élément de Z. 


60 On suppose ici l'existence de deux éléments non colinéaires de €’, X,et X,, tels que T(X,£) = Y,£ 
et T(K, ©) = Y, £ avec Y, ct Ÿ, dans @'. 


a. Prouver lexistence d’une matrice Q de G telle que : 
VVEeL TX, V) = Y,VQ. 
b. En déduire que T({X, €) #4 T(X, £). 


c. Montrer que pour tout V appartenant à £', T (@ V) est de la forme @ U avec U dans £”’. 
Que peut-on dire de T (X £) pour X appartenant à @' ? 


d. En déduire, pour tout X dans ©’, l'existence d’un élément YŸ dans ’ tel que : 
YVES T(XV) = YVQ où À est la matrice obtenue au a, 


e. Montrer que T appartient à y. 


T° Établir que si l'hypothèse du 6° n’est pas satisfaite, alors T appartient à y’. 


B 
On se propose maintenant d'établir que les endomorphismes T de 6 tels que T (G} < G sont les éléments 


de l'. 
19 Montrer que si T appartient à L'alors T{G) = Q. 


: ; —. 
2 Soit À une matrice non inversible de & et 7 son rang. 


a. Montrer l'existence d’une matrice M de @ telle que pour tout élément À de €, M — 7. A soit inversible. 
(On pourra d’abord établir la propriété pour une matrice particulière À de rang r choisie de forme 
simple.) 


b. Montrer de mème l'existence d'une matrice N de © telle que N — 7 A soit non inversible pour 
exactement r valeurs distinctes de 2. 


35 On considère Gans cette question un endomorphisme T de & tel que T(G) Ce 


Utiliser la question 29 Pour établir, pour toute matrice À de 6 : 
ae. Si À est non inversible aiors T{A) est non inversible. 


b. Le rang de T(A) est Supérieur où égal au rang de À. 


Prouver alors que T conserve le rang et que T appartient à L'. 


DEUXIÈME PARTIE 


On considère un espace hermitien E de dimension n, dont la norme est notée x __. x | et le produit 
scalaire (x, y) —. amlnh;e (E) est l'algèbre de ses endomorphismes, (E) son &roupe unitaire. L'adjoint d’un 
élément u de £ (E) est noté u* : 1 est dit hermitien si u = u*, et hermitien positif si, de plus, ses valeurs propres 
sont des réels positifs ou nuls. 


À 


19 Vérifier que pour tout endomorphisme x de E, 1* 0 u est hermitien positif, et de même rang que u. 
Les n valeurs propres (distinctes ou non) de u*ou sont rangées en ordre décroissant ML ZA >... > À 
et on pose, pour i = 1, 2, . RH u= VA. 


Ces nombres «, sont appelés les valeurs singulières de l'endomorphisme 1. 


2° Montrer l'existence de deux bases orthonormales de E, (e,,e,,..., e;) et (&, €, ..., e,) telles 
que pour touti= 1,2, ..,n (es) = aje . (On prendra pour (e;) une base de vecteurs propres de u* o u), 


En déduire l'existence d’un endomorphisme hermitien À de valeurs propres «,, Xs2-.., %, et d’un endo- 
morphisme unitaire + tels queu = wok, 


3° Quelles sont les valeurs singulières d’un endomorphisme hermitien ? 


49 Montrer que deux endomorphismes w et de E ont les mêmes valeurs singulières si, et seulement si, il 
existe tv et 1’ unitaires tels que u = wovow', 


On dira alors que 4 et v sont unitairement équivalents. 


B 


k étant un entier compris entre { et r, on définit k:Ê(E)—+ R, en posant, pour tout endomorphisme 
udeE, pi(u) = &, + Bi ss À OÙ @i ss. sont les valeurs singulières de u rangées, on Îe rappelle, 
en ordre décroissant. ‘ 


On définit également Y:£(E) -R, par 
du) = (a? + a +... + oi}e — (Tr(u*ouw)}12, (Tr désigne 1a trace.) 


19 Montrer que Ÿ est une norme hermitienne sur © (E). 


Fx désignant l’ensemble des familles orthonormales (x, , ..., x,) d'éléments de E, on se propose d'établir, 
pour tout endomorphisme v de À 


k 
@) oem NI 6) ro 
jrs. E dx 


ir. vu) e Ag ist 
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2 Soit À hermitien positif et (x, , ..., xx) un élément de #,. 
k 


Établir que V (hk(x) | x) < g4(A) (on pourra, par exemple, vérifier que le premier membre 
md | 


ii 


s'écrit Tr (p o À) où P est la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par (x, , ..., x,) et exprimer 
cette trace dans une base convenable). 
k 
, * 
En déduire que ot (À) = sup | > (k (xs) | x) 
Go cs2) € Fe 


ts it 


30 Établir l'égalité (1) pour un endomorphisme hermitien positif, puis pour tout endomorphisme w de E. 
49 Montrer que ©, est une norme sur ° (E). 


C 


Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N, et S a sphère unité de F. Un élément x 
de F sera dit élément extrémal de S ou S-extrémal si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 


i. xesS 
hi  VG9eS z=iG+De x=y=2 
Ceci équivaut à 
J: x ES 
ii. V(r,z est, Velo, i| x=+É- Ni x=y—:z 


(On ne demande pas de vérifier cette équivalence.) 
19 Montrer que si x est S-extrémal et si deux éléments y et z de F vérifient 


r=5b + &t NG)+N(D=2, alors y=N({ypx et z2= N( x. 


2° Établir que si N est hermitienne, tout élément de S est S-extrémal. 


D 


S4 désigne la sphère unité de l’espace vectoriel normé (£ {E), w,). 


1° On écrit # appartenant à £ (E) sous la forme we A obtenue an À 20. 


Montrer l'équivalence : u S,-extrémal À S,-extrémal. 


2° Soit k un endomorphisme hermitien positif, autre qu’une homothétie, et de valeurs propres 
AZ A 2 ... > à. 


a. En utilisant une base orthonormale dans laquelle la matrice de À est diagonale, montrer que si À est 
Sr-extrémal alors : 


(2) k #1 et (ir... , on) = (1, 0, ..., 0). 
b. Réciproquement. montrer que si (2) est vérifiée, À est Sxextrémal. (On pourra d’abord montrer 
1 
que si À — 5 (u, + u,) avec u, et u, dans S, , alors {u,) — d(u,) = 1.) 


3° On suppose maintenant que À est l’homothétie de rapport 1/4. 
a. Montrer que si À est S-extrémal alors 4 £ n. 


b. Réciproquement, établir que si k Æ# n,h est S.-extrémal. 


49 Quels sont les éléments extrémaux de S, ? 
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TROISIÈME PARTIE 


On conserve les notations de la deuxième partie; on considère un endomorphisme £ de l’espace vectoriel £ (E) 


(donc : élément de £ (£ (E))), tel que t(U(E)) < UE). On rappelle que 1 (E) est connexe. 


On se propose de prouver que l'image par t d’un endomorphisme de rang 1 est un endomorphisme de rang 1. 


49 Saient v et v deux endomorphismes de E tels que, pour tout 2. dans U, àu — + soit unitaire. 


Montrer que u*ev — 0 et que {u* ou) + {v* ou) = dy. 
20 Soient u,, #,, ..., u, (p > 2) des endomorphismes de E tels que pour tout (4,, %,, ..., à,) € UP, 
Au, + Du +... + À)ln S0it unitaire. | 


a. Montrer que pour tout (1, j)aveci #j uou,=0,etque Y ujou, = Ids. 


D 


En déduire que Y rg(u)—n. (rg(u) désigne le rang de u}. 


i=i 


: Le CA 
b. Montrer que, pour tout endomorphisme unitaire w, Y rg(t(uow)) = n. 
sd 
ini 
ce. En déduire que, pour à donné, le rang de t{u, « w) reste constant lorsque # décrit 1 (E). 


d. Montrer que, pour tout endomorphisme u unitairement équivalent à u,, rg (t(u}) = rg (£(u:)). 


3° Vérifier que l’on peut trouver un entier p et des endomorphismes ,, ..., 4, de rang 1 tels que l’hypothèse 
du 29 soit satisfaite, 


En déduire que l’image par : d’un endomorphisme de rang 1 est un endomorphisme de rang 1. 


QUATRIÈME PARTIE 
On reprend les notations de la première partie et on désigne par ‘ll le groupe unitaire d'ordre n, constitué 
des matrices À de 6 telles que A*A = I, où A* est l’adjointe de À. 
Pour À dans 6 et k entier compris entre 1 et n, on pose : 
D, (A) = à, + œs + ... + a, 
æ > a >... > «, désignant les racines des valeurs propres, distinctes ou non, de la matrice hermitienne 
positive A*A . 
D'après la deuxième partie, ®, est une norme sur Ë. 
On désigne par y, (resp. y) l’ensemble des endomorphismes T, Q (resp. T£ 4) obtenus pour P et Q décrivant 
À; on pose Ê, = Y%, U y. 
10 Vérifier que si T appartient à [, alors T possède les propriétés suivantes : 
TU) = U 
Pour tout entier # compris entre 1 et n'et toute matrice À de 6, D, (T (A)) — ®, (A). 
20 En utilisant les différents résultats établis dans le problème, démontrer, pour T endomorphisme de 8, 
les réciproques des propriétés établies au 19. On démontrera successivement : 
a. Si TU) = A alors T appartient à L ; 
b. Si pour toute matrice À de 8, ®, (T'(A)) = ®, (A), alors T est dans F, ; 
c. Si pour toute matrice À de 6, D, (T (A}) = ®, (A), alors T est dans F, ; 
d. Si pour toute matrice À de 8, D, (T (A)) — D, (A) où k # 1 et À & n. alors T est dans [°,. 
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